
Laplace 算子练习

王兆臻

2024 年 3 月

1 Laplace 算子

Rn 直角坐标系的 Laplace 算子定义为

∆ = ∇ · ∇ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

.

例如, 在二维直角坐标系中为 ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
, 在三维直角坐标系中为 ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
.

若 u(x, y) ∈ C2(D), 且 ∆u = uxx + uyy = 0, 则称 u(x, y) 为区域 D 上的调和函数.

∆u = 0 称为 Laplace 方程.

2 Cauchy-Riemann 方程

直接给出复变函数课程的一些结论:

设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 是定义在区域 D 上的复函数, 其中 z = x+ iy.

定理. f(z) 在某点可导 ⇐⇒ u(x, y) 和 v(x, y) 在该点可微、满足 Cauchy-Riemann 方程

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

定理. f(z) 在区域 D 上解析 ⇐⇒ u(x, y) 和 v(x, y) 在 D 上可微、满足 Cauchy-Riemann

方程.
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定理. 若 u(x, y), v(x, y) ∈ C2, 满足 Cauchy-Riemann 方程, 则 u, v 调和, 满足 Laplace 方程

∆u = 0, ∆v = 0.

证明. 由 Cauchy-Riemann 方程可得 uxx = vyx, uyy = −vxy, 即 ∆u = 0. 同理可得

∆v = 0.

称满足 Cauchy-Riemann 方程的两个调和函数 u(x, y) 和 v(x, y) 互为共轭调和函数.

定理. 若 f(z) 在区域 D 上解析, 则 ℜf(z) 和 ℑf(z) 均为 D 上的调和函数. 它们互为共轭

调和函数.

若 f(z) 在单连通域 D 上解析, 已知实部 ℜf(z) = u(x, y), 则可通过 Cauchy-Riemann

方程确定虚部 ℑf(z) = v(x, y) (可能相差一个常数), 反之亦然.

定理. 若 u(x, y) 是单连通域 D 上的调和函数, 则存在 D 上的解析函数 f(z) s.t. u(x, y) =

ℜf(z), 其中 z = x+ iy.

可以使用上述铺垫证明下面的定理.

定理. w(u, v) ∈ C2 是调和函数 (满足 ∆w = wuu + wvv = 0), u(x, y), v(x, y) ∈ C2 满足

Cauchy-Riemann 方程. 定义 w̃(x, y) = w(u(x, y), v(x, y)), 则 w̃(x, y) 也是调和函数 (满足

∆w̃ = w̃xx + w̃yy = 0).

证明. 方法一 (链式法则, 直接计算):

w̃x = wuux + wvvx,

w̃y = wuuy + wvvy,

w̃xx = (wuuux + wuvvx)ux + wuuxx + (wvuux + wvvvx)vx + wvvxx,

w̃yy = (wuuuy + wuvvy)uy + wuuyy + (wvuuy + wvvvy)vy + wvvyy,

∆w̃ = wuu(u
2
x + u2

y) + wvv(v
2
x + v2y) + 2wuv(uxvx + uyvy) + wu∆u+ wv∆v.

由 Cauchy-Riemann 方程 ux = vy, uy = −vx, 得 u2
x + u2

y = v2x + v2y , uxvx + uyvy = 0, 且

u, v 调和 (∆u = ∆v = 0). 代入上式可得 ∆w̃ = (u2
x + u2

y)∆w = 0.
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方法二 (若为单连通域,利用解析函数): 定义函数 g(x, y) = u(x, y)+iv(x, y),由于 u, v满

足 Cauchy-Riemann方程,知 g(x, y)是解析函数. 由于 w调和,存在解析函数 f s.t. w(u, v) =

ℜf(u+ iv). 所以 f ◦g 也是解析函数, w̃(x, y) = ℜf(u(x, y)+ iv(x, y)) = ℜf(g(x, y))调和.

3 正交变换

设 u(x, y), v(x, y) 是正交变换, 即存在常数正交矩阵 A s.t.

u
v

 = A

x
y

. 则 A =ux vx

uy vy

, ATA = AAT = I.

定理. w(u, v) ∈ C2, u(x, y), v(x, y) 是正交变换. 定义 w̃(x, y) = w(u(x, y), v(x, y)), 则

∆w̃ = ∆w (即 w̃xx + w̃yy = wuu + wvv).

证明. 链式法则:

w̃x = wuux + wvvx,

w̃y = wuuy + wvvy,

w̃xx = (wuuux + wuvvx)ux + wuuxx + (wvuux + wvvvx)vx + wvvxx,

w̃yy = (wuuuy + wuvvy)uy + wuuyy + (wvuuy + wvvvy)vy + wvvyy,

∆w̃ = wuu(u
2
x + u2

y) + wvv(v
2
x + v2y) + 2wuv(uxvx + uyvy) + wu∆u+ wv∆v.

由于 u, v 是正交变换, A =

ux vx

uy vy

 是常数正交矩阵, 有 u2
x + u2

y = v2x + v2y = 1,

uxvx + uyvy = 0, ∆u = ∆v = 0. 代入上式可得 ∆w̃ = ∆w.

4 讨论

Cauchy-Riemann 保调和.

正交变换保 Laplace 算子不变. 推论: 正交变换保调和.
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例. 旋转变换

u
v

 =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

x
y

. f(x, y) ∈ C2. 设 f̃(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)), 则

∆f̃ = ∆f .

证明. 逆变换

x
y

 =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

u
v

 仍为正交变换, 保 Laplace 算子不变.

例. f(u, v) ∈ C2 调和. u(x, y) = x
x2+y2

, v(x, y) = y
x2+y2

. 设 f̃(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)), 则

f̃(x, y) 也调和.

证明. 求一阶偏导:

ux =
y2 − x2

(x2 + y2)2
, uy = − 2xy

(x2 + y2)2
, vx = − 2xy

(x2 + y2)2
, vy =

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

u(x, y), v(x, y) 不满足 Cauchy-Riemann 方程, 差了一个符号.

设 u(X ,Y) = X
X 2+Y2 , v(X ,Y) = − Y

X 2+Y2 , 则 u(X ,Y), v(X ,Y) 满足 Cauchy-Riemann 方

程. 设 g(X ,Y) = f(u(X ,Y), v(X ,Y)), 则 g(X ,Y) 调和.

设 X (x, y) = x, Y(x, y) = −y,

X
Y

 =

1 0

0 −1

x
y

 是正交变换. 所以 f̃(x, y) =

f(u(x, y), v(x, y)) = g(X (x, y),Y(x, y)) 调和.

总结: 由 Cauchy-Riemann 方程无法一步到达, 结合正交变换.x
y

 满足 Cauchy-Riemann 方程−−−−−−−−−−−−−−−→

 x
x2+y2

− y
x2+y2

 正交变换−−−−−−→1 0

0 −1



 x
x2+y2

y
x2+y2

 .

x
y

 满足 Cauchy-Riemann 方程−−−−−−−−−−−−−−−→

 y
x2+y2

x
x2+y2

 正交变换−−−−−→0 1

1 0



 x
x2+y2

y
x2+y2

 .
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启示. 在之前的推导中, 已经得到了:

∆w̃ = wuu(u
2
x + u2

y) + wvv(v
2
x + v2y) + 2wuv(uxvx + uyvy) + wu∆u+ wv∆v.

记忆该式. 在类似的题目中, 发掘一阶偏导的关系, 代入该式以简化运算, 避免写出具体的表

达式、计算二阶偏导.

在上例中, 有 ux = −vy, uy = vx, 虽然不是 Cauchy-Riemann 方程, 但也可以为解题带来

帮助. 仍然有 u2
x+u2

y = v2x+v2y , uxvx+uyvy = 0, ∆u = ∆v = 0. 所以 ∆w̃ = (u2
x+u2

y)∆w = 0.

注意此时避免了对二阶偏导 uxx, uyy, vxx, vyy 的计算.
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